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2 --- Л4.1  ЈЕДНАЧИНА РАВНИ И ЈЕДНАЧИНЕ ПРАВЕ 

Координате тачке 

Увођење координатног система:   O  -- фиксирана тачка;  i ,  j ,  k  --- 
фиксирани јединични узајамно ортогонални вектори такви да уређена тројка  

),,( kji   има десну оријентацију.  x ,  y ,  z  --- осе кроз тачку  O   са јединичним 

векторима  i ,  j ,  k .  Тачка  O ,  вектори  i ,  j ,  k ,  и осе  x ,  y ,  z   заједно 
чине координатни систем. Ознака:  Oxyz .  Координате произвољне тачке  M   у 

односу на координатни систем  Oxyz   су кординате вектора  OM   у односу на  

векторе  i ,  j ,  k .  Ознака:  ),,( zyxM . 
Растојање двеју тачака  ),,( 1111 zyxM   и  ),,( 2222 zyxM   у координатама: 

),(d 21 MM   =   =−−−=− ),,( 12121212 zzyyxxOMOM  

=  2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxx −+−+− . 

Подела дужи у датом односу у координатама:  Дате су тачке  
),,( AAA zyxA   и  ),,( BBB zyxB ,  и бројеви  m   и  n   такви да је  0>n   и  

0≠+ nm .  Нека је  ),,( SSS zyxS   тачка на правој  AB   која дели дуж  AB   у 
односу  nm : .  Тада је 

nm
xmxnx BA

S +
+
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+
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nm
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= , 

према раније спроведеном изражавању вектора  OS   преко  OA ,  OB   и  
n
m

=λ . 

Површина троугла у координатама:  Дате су неколинеарне тачке  
),,( iiii zyxM ,  3,2,1=i .  Тада је  
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Запремина тетраедра у координатама:   Дате су некомпланарне тачке  
),,( iiii zyxM ,  4,3,2,1=i .  Тада је  запремина  V   тетраедра 4321 MMMM   

једнака 
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Једначина равни 

Свака раван  π   може се задати неком једначином  облика  
0=+++ DCzByAx   ( 0222 ≠++ CBA )  (линеарна једначина по  x , y , z ), и 

обрнуто, свака таква једначина представља неку раван. Притом је не-нула вектор  
),,( CBAa =   ортогоналан на раван  π .  Од једне линеарне једначине равни  π   

добијају се све, множењем те једначине бројевима различитим од нуле.  Докази --- 
на вежбама (АГ). 

Једначина равни  π   кроз дату тачку  ),,( 0000 zyxM   ортогоналне на дати 

вектор  0),,( ≠= CBAa    ---   :π  0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA . 
Једначина равни  π   кроз три дате (неколинеарне) тачке  ),,( iiii zyxM ,  

3,2,1=i  : 

:π   0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

. 

Извођење --- на вежбама (АГ). 

Сегментни облик једначине равни  ---   :π  1=++
p
z

n
y

m
x    ( 0≠pnm ).  Ако 

су  бројеви  m , n  и p   позитивни, онда они представљају дужине одсечака 
(сегмената) које раван  π   одређује на координатним осама.  Извођење --- на 
вежбама (АГ). 

Нормални облик једначине равни  ---  :π  0coscoscos =−++ pzyx γβα . 

Притом су  α , β , γ   углови које јединични вектор  ONn = ,  ортогоналан на  π   и 
усмерен ка  π ,  образује са координатним осама  x , y , z ,  а  p   растојање тачке  
O   од  π .  Извођење --- на вежбама (АГ). 
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Растојање тачке  ),,( 1111 zyxM   од равни  :π  ++ βα coscos yx  
0cos =−+ pz γ   ---  |coscoscos|),(d 1111 pzyxM −++= γβαπ .  Извођење --- 

на вежбама (АГ). 
Угао између две равни  1π  и 2π   --  |),(cos|),(cos 2121 aa∠=∠ ππ .  Притом 

је  :iπ  0=+++ iiii DzCyBxA   и  ),,( iiii CBAa = ,  2,1=i .  Специјално,  
021212121 =++⇔⊥ CCBBAAππ . 

Међусобни положај двеју равни:    ⇔∅=∩ 21 ππ  == 2121 :: BBAA  

2121 :: DDCC ≠= ;   21 ππ ∩  -- права  ):::( 212121 CCBBAA ==¬⇔ ;   ⇔≡ 21 ππ  

21212121 :::: DDCCBBAA ===⇔ . 

Једначине праве 

Канонски облик једначина праве  ---   
3
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је  ),,( 0000 zyxM   једна тачка на правој  l ,  а  ),,( 321 bbbb =   један не-нула вектор 
паралелан правој  l . 

Параметарски облик једначина праве  ---   :l  01 xtbx += ,  02 ytby += ,  

03 ztbz += . 
Једначине праве кроз две дате тачке  ),,( iiii zyxM ,  2,1=i ,   ---   :l  
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Општи облик једначина праве  ---   :l  
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⎨
⎧

=+++
=+++

0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

  

( ):::( 212121 CCBBAA ==¬ ). 

Угао између две праве   ---   |),(cos|),(cos 21
21 bbll ∠=∠ ,  при чему је 

вектор  ),,( 321
iiii bbbb =   паралелан правој  il ,  2,1=i .  Специјално,  

02
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1
121 =++⇔⊥ bbbbbbll . 

Међусобни положај двеју правих:  Нека је  il   права кроз тачку  

),,( iiii zyxM   паралелна вектору  0),,( 321 ≠= iiii bbbb ,  2,1=i .  Тада:  
)(|| 2121 llll ≠∧   ⇔   21
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Угао између праве и равни  ---   ( ) |),(cos|,sin bal ∠=∠ π ,   где је  

),,( 321 bbbb =   један не-нула вектор паралелан правој  l ,  а  ),,( CBAa =   један не-
нула вектор ортогоналан на раван  π .  Специјално,  CbBbAbl ::: 321 ==⇔⊥ π . 

Међусобни положај праве и равни:   Нека је  l   права кроз тачку  
),,( 0000 zyxM   паралелна вектору  ),,( 321 bbbb = ,  а  π   раван задата једначином  

0=+++ DCzByAx .  Тада:   0321 =++⇔∅=∩ bCbBbAl π   ∧   
0000 ≠+++∧ DzCyBxA ;   π∩l   --  тачка  ⇔  0321 ≠++ bCbBbA ;   ⇔⊂πl  

⇔  0321 =++ bCbBbA  ∧  0000 =+++ DzCyBxA . 
Растојање тачке  ),,( 1111 zyxM   од праве  l   кроз тачку  ),,( 0000 zyxM   

паралелне вектору  ),,( 321 bbbb =    ---   
||
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Растојање двеју мимоилазних правих:   Нека је  il   права кроз тачку  

),,( iiii zyxM   паралелна вектору  0),,( 321 ≠= iiii bbbb ,  2,1=i ,  и нека је  
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2 --- Л4.2    АЛГЕБАРСКЕ КРИВЕ ДРУГОГ РЕДА У РАВНИ 

Алгебарске једначине другог степена са две непознате 

Општи облик алгебарске једначине другог степена по  x   и  y : 

0222 22 =+++++ FyExDyCxyBxA                                                               (1) 

( 0222 ≠++ CBA ). 
Алгебарска крива другог реда у равни  Oxy   је свака крива у равни  Oxy   која 

се може задати једначином облика  (1).  Главни примери алгебарских кривих 
другог реда у равни су конусни пресеци: елипсе, параболе, хиперболе. 

Транслације координатног система:  Ако је координатни систем  Oxy   

транслиран за вектор  ),( qpv =   у систем  ''' yxO ,  тада је веза нових  ',',' zyx   и 
старих координата  zyx ,,   произвољне тачке у равни  Oxy   изражена 
једнакостима:  'xpx += ,  'yqy += .  Извођење --- на вежбама (АГ). 
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Ротације координатног система:  Ако је координатни систем  ''' yxO   
добијен ротацијом  ρ   система  Oxy   око тачке  O   за угао  α   (у истој равни), 
онда је веза нових  ',',' zyx   и старих координата  zyx ,,   произвољне тачке у 
равни  Oxy   изражена једнакостима:  αα sin'cos' yxx −= ,  αα cos'sin' yxy += .  
Извођење --- на вежбама (АГ). 

Случај кад је  0=B   у једначини  (1):   Ако је  0>AC ,  једначина 
представља елипсу или две имагинарне праве које се секу, ако је  0<AC   ---  
хиперболу или две праве које се секу, а у случају да је  0=A   или  0=C ,  онда:  
ако је  0≠D ,  односно  0≠E ,  ---  параболу, а ако је  0=D ,  односно  0=E ,  ---  
две паралелне праве или двоструку праву или две имагинарне паралелне праве.  
Детаљи --- на вежбама (АГ). 

Случај кад је  0≠B   у једначини  (1):   Овај случај се своди на малопре 
размотрени ротацијом координатног система око тачке  O   за неки угао  α   такав 

да је  
B
CA

2
2ctg −

=α  . 

Дискусија једначине  (1)  помоћу инваријанте  2BCA −=∆ :   0>∆   ---  
елиптички разред,  0=∆   ---  параболички разред,  0<∆   ---  хиперболички 
разред. 

Услов да једначина  (1)  представља две праве   ---   ( =D )  

0=
FED
ECB
DBA

. 

2 --- Л4.3    АЛГЕБАРСКЕ ПОВРШИ ДРУГОГ РЕДА 

Алгебарске једначине другог степена са три непознате 

Општи облик алгебарске једначине другог степена по   x ,  y ,  z :   
0222222222 =+++++++++ LzKyHxGxzFyzExyDzCyBxA    

( 0222222 ≠+++++ FEDCBA ). 
Алгебарска површ другог реда  је свака површ која се може задати 

једначином горњег облика. 

Елипсоид 
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Једнокрилни хиперболоид 

12

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x    ( 0,, >cba ). 

 

 

Елиптички конус 
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Двокрилни хиперболоид 

12

2

2

2

2

2

−=−+
c
z

b
y

a
x    ( 0,, >cba ). 

 

 

Елиптички параболоид 

z
q
y

p
x 2

22

=+    ( 0, >qp ). 
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Хиперболички параболоид 

z
q
y

p
x 2

22

=−    ( 0, >qp ). 

 

 


